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Изучается динамика взаимодействия трех нейроподобных осцилляторов.
Рассматривается один из возможных вариантов связи — связь вещательного
типа, возникающая при моделировании нейросетей.
1. Постановка задачи
В настоящее время актуальной задачей является проблема предсказания сложного
коллективного поведения ассоциаций связанных осцилляторов различной природы.
Нейронные сети дают один из наиболее важных для приложений пример такого
рода. Одной из принципиальных характеристик сети, определяющих ее поведение,
является характер и структура связей между элементами. Для выявления особен-
ностей динамики сети, определяемых структурой связей ее элементов, представ-
ляет интерес изучение простейших ассоциаций близких осцилляторов. В статьях
[1]–[3] построен полный набор сетей из трех элементов с различной структурой свя-
зи между ними. Рассмотрим связь вещательного типа как один из вариантов такой
структуры (см. 1). Применение аналитических асимптотических методов в таких
Рис. 1. Три взаимодействующих нейрона со связью вещательного типа
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задачах обычно ограничено либо локальными методами типа метода нормальных
форм (например, в окрестности точки бифуркации Андронова–Хопфа), либо мето-
дом большого параметра для сингулярно возмущенного случая. В промежуточных
случаях естественно использовать численные методы. Применение численных алго-
ритмов имеет смысл согласовывать с результатами предварительного асимптотиче-
ского анализа. Учитывая, что системы, описывающие отдельные импульсные нейро-
ны, являются колебательными, для локального анализа естественно предположить,
что каждый осциллятор системы находится вблизи бифуркации Андронова–Хопфа,
и изучить задачу об их взаимодействии.
В качестве примера отметим введенное в [4, 5] дифференциальное уравнение с
запаздыванием
u˙ = λ
[− 1− fNa(u) + fK(u(t− 1))]u, (1)
описывающее электрическую активность нервных клеток, и предложенное в [6, 7]
его обобщение на ситуацию двух запаздываний
u˙ = λ
[− 1− fNa(u(t− h)) + fK(u(t− 1))]u. (2)
Здесь u(t) — мембранный потенциал нейрона, достаточно гладкие функции fNa(u)
и fK(u) характеризуют ионные каналы для натрия и калия соответственно. Ло-
кальная динамика уравнений (1) и (2) в окрестности точки колебательной потери
устойчивости состояния равновесия изучалась в [6], а в статье [8] выполнен соответ-
ствующий анализ для системы из двух диффузионно связанных осцилляторов вида
(1). Представляет интерес локальный анализ задачи о взаимодействии вещательно-
го типа в системе трех связанных осцилляторов. В следующем разделе статьи нами
рассматривается общий случай такого взаимодействия.
2. Построение нормальной формы
Рассмотрим общую постановку задачи о взаимодействии трех осцилляторов в слу-
чае слабой связи вещательного типа
u˙1 = (A0 + εA1)u1 + F (u1),
u˙2 = (A0 + εA1)u2 + F (u2) + εD(u1 + u3 − 2u2),
u˙3 = (A0 + εA1)u3 + F (u3) + εD(u1 + u2 − 2u3).
(3)
Здесь u1(t), u2(t), u3(t) ∈ Rn, среди собственных чисел n × n матрицы A0 имеется
единственная чисто мнимая пара ±iω, а все остальные собственные числа лежат в
левой комплексной полуплоскости, F (u) – достаточно гладкая нелинейная вектор-
функция векторного аргумента, имеющая в нуле порядок выше, чем первый, n ×
n матрица D характеризует связь между осцилляторами, 0 < ε  1 — малый
параметр.
Для изучения динамики системы (3) воспользуемся стандартной заменой метода
нормальных форм [11]
u(t, s) =
√
εu(0)(t, s) + εu(1)(t, s) + ε3/2u(2)(t, s) + . . . , (4)
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где вектор u(t, s) ∈ R3n составлен из идущих друг за другом векторов u1(t, s), u2(t, s)
и u3(t, s),
u(0)(t, s) =
 a0
0
 exp(iωt)z1(s) +
 0a
0
 exp(iωt)z2(s) +
 00
a
 exp(iωt)z3(s) + к.с.,
a – собственный вектор матрицыA0, соответствующий собственному числу iω, zj(s) —
медленно меняющиеся комплексные амплитуды (j = 1, 2, 3), s = εt — медлен-
ное время, u(k)(t, s) — подлежащие определению 2pi/ω-периодические по t функции
(k = 1, 2, . . . ), под к.с. подразумевается выражение, комплексно сопряженное дан-
ному в той же скобке. Будем считать F (u) = F2(u, u) + F3(u, u, u) +O(|u|4).
Поочередно приравняем коэффициенты при одинаковых степенях
√
ε. На пер-
вом шаге алгоритма получаем, очевидно, верное тождество. На втором шаге при ε
возникает система уравнений на u(1)(t, s), состоящая из трех не связанных друг с
другом компонент
u˙
(1)
j (t, s) = A0u
(1)
j +exp(2iωt)z
2
jF2(a, a)+ |z2j |(F2(a, a¯)+F2(a¯, a))+exp(−2iωt)z¯2jF2(a¯, a¯),
решение которой имеет вид
u
(1)
j (t, s) = exp(2iωt)z
2
jw1 + |z2j |w0 + exp(−2iωt)z2jw1, j = 1, 2, 3.
Векторы w0, w1 определяются из соотношений
w0 = −A−10 (F2(a, a¯) + F2(a¯, a)), w1 = (2iωE − A0)−1F2(a, a).
Далее, при ε3/2 получаем систему
u˙
(2)
j (t, s) = A0u
(2)
j +
(
exp(iωt)(zjA1a− z′ja+ zj|zj|2q1 + αj)+
+ exp(3iωt)z3j q3 + к.с.
)
, j = 1, 2, 3,
где q1 = (F2(a, w0)+F2(a¯, w1)+F2(w0, a)+F2(w1, a¯)+F3(a, a, a¯)+F3(a, a¯, a)+F3(a¯, a, a)),
q3 = (F2(a, w1) +F2(w1, a) +F3(a, a, a)), α1 = 0, α2 = (z1 + z3− 2z2)Da, α3 = (z1 + z3−
2z3)Da. Из условий разрешимости данной задачи в классе 2pi/ω-периодических по
t функций получим нормальную форму следующего вида:
z′1 = (ϕ0 + iψ0)z1 + (d0 + ic0)z1|z1|2,
z′2 = (ϕ0 + iψ0)z2 + (d0 + ic0)z2|z2|2 + κ exp(iδ)(z1 + z3 − 2z2),
z′3 = (ϕ0 + iψ0)z3 + (d0 + ic0)z3|z3|2 + κ exp(iδ)(z1 + z2 − 2z3).
(5)
Здесь штрихом обозначена производная функций zj(s) по s и
ϕ0 + iψ0 = (A1a, b), d0 + ic0 = (q1, b), κ exp(iδ) = (Da, b), (6)
где b — собственный вектор сопряженной матрицы AT0 , соответствующий собствен-
ному числу −iω и удовлетворяющий нормирующему соотношению (a, b) = 1. Систе-
му (3) и ее нормальную форму (5) связывает следующая теорема (см. [11]).
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Теорема о соответствии. Предположим, что система (5) имеет некоторый экс-
поненциально орбитально устойчивый или дихотомичный цикл (тор). Тогда най-
дется такое достаточно малое ε0 > 0, что при всех 0 < ε ≤ ε0 исходная система
(3) имеет цикл (тор) той же размерности с теми же свойствами устойчивости,
асимптотика которого задается формулами (4).
Будем далее предполагать, что
ϕ0 > 0, d0 < 0. (7)
Неравенства (7) гарантируют наличие у каждого отдельного осциллятора системы
(3) бифуркации Андронова–Хопфа. В этой ситуации удобно выполнить в (5) поляр-
ную замену zj(s) =
√
−ϕ0
d0
ρj(s) exp(iϕj(s)), ρj(s) > 0, j = 1, 2, 3 и замену времени
τ = ϕ0 · s. В результате получим шестимерную систему вида
ρ′1 = ρ1 − ρ31,
ϕ′1 =
ψ0
ϕ0
− c0
d0
ρ21,
ρ′2 = ρ2 − ρ32 +
κ
ϕ0
[
ρ1 cos(ϕ2 − ϕ1 − δ) + ρ3 cos(ϕ3 − ϕ2 + δ)− 2ρ2 cos δ
]
,
ϕ′2 =
ψ0
ϕ0
− c0
d0
ρ22 +
κ
ϕ0
[
− ρ1
ρ2
sin(ϕ2 − ϕ1 − δ) + ρ3
ρ2
sin(ϕ3 − ϕ2 + δ)− 2 sin δ
]
,
ρ′3 = ρ3 − ρ33 +
κ
ϕ0
[
ρ1 cos(ϕ3 − ϕ1 − δ) + ρ2 cos(ϕ3 − ϕ2 − δ)− 2ρ3 cos δ
]
,
ϕ′3 =
ψ0
ϕ0
− c0
d0
ρ23 +
κ
ϕ0
[
− ρ1
ρ3
sin(ϕ3 − ϕ1 − δ)− ρ2
ρ3
sin(ϕ3 − ϕ2 − δ)− 2 sin δ
]
.
(8)
От данной системы очевидным образом отщепляются первые два уравнения, при-
чем, учитывая, что ρ1 → 1, естественно далее считать
ρ1 = 1, ϕ1 =
[ψ0
ϕ0
− c0
d0
]
τ + const.
Учитывая это и вводя для разностей фаз обозначения β1 = ϕ2 − ϕ1, β2 = ϕ3 − ϕ1,
вместо системы (8) имеем
ρ′2 = ρ2 − ρ32 +
κ
ϕ0
[
cos(β1 − δ) + ρ3 cos(β2 − β1 + δ)− 2ρ2 cos δ
]
,
ρ′3 = ρ3 − ρ33 +
κ
ϕ0
[
cos(β2 − δ) + ρ2 cos(β2 − β1 − δ)− 2ρ3 cos δ
]
,
β′1 =
c0
d0
(1− ρ22) +
κ
ϕ0
[− 1
ρ2
sin(β1 − δ) + ρ3
ρ2
sin(β2 − β1 + δ)− 2 sin δ
]
,
β′2 =
c0
d0
(1− ρ23) +
κ
ϕ0
[− 1
ρ3
sin(β2 − δ)− ρ2
ρ3
sin(β2 − β1 − δ)− 2 sin δ
]
.
(9)
Система (3), очевидным образом, имеет 2n-мерную инвариантную плоскость
u2 = u3. На этой плоскости (3) вырождается в систему, моделирующую однонаправ-
ленное воздействие одного осциллятора (u1) на другой (u2 или u3). В нормальной
форме (9) этому многообразию соответствует плоскость, определяемая равенствами
ρ2 = ρ3, β1 = β2. (10)
Локальная динамика трех осцилляторов со связью вещательного типа 109
На плоскости (10) система (9) переходит в
ρ′ = (1− κ cos δ − ρ2)ρ+ κ cos(β − δ),
β′ = −κ sin δ + b0(ρ2 − 1)− κ
ρ
sin(β − δ), (11)
где β = β1 = β2 и ρ = ρ2 = ρ3. Следующая часть работы посвящена нахожде-
нию устойчивых режимов системы (11) и выяснению условий их устойчивости для
системы (9).
3. Динамика редуцированной системы (11)
Для нахождения состояний равновесия (11) имеем алгебраическую систему
(1− κ cos δ − ρ2)ρ+ κ cos(β − δ) = 0,
−κ sin δ + b0(ρ2 − 1)− κ
ρ
sin(β − δ) = 0. (12)
Исключая в (12) переменную β, приходим к биквадратному относительно ρ урав-
нению, решая которое, находим два различных значения ρ > 0
ρ0 =
√
1 + b20 − 2κ cos δ + 2b0κ sin δ ±
√
(1 + b20 − 2κ cos δ + 2b0κ sin δ)2 − 4(1 + b20)κ2
2(1 + b20)
.
Величина β вычисляется по формуле β0 = δ ± arccos
[
ρ · −1 + κ cos δ + ρ
2
κ
]
. Полу-
ченные формулы дают четыре возможных выражения для решений системы (12),
из которых, однако, реализуются не более двух.
Устойчивость полученных состояний равновесия системы (11) определяется мат-
рицей линейной части
B0 =
(
1− κ cos δ − 3ρ20 −κ sin(β0 − δ)
2ρ0b0 +
κ
ρ20
sin(β0 − δ) −κ
ρ0
cos(β0 − δ)
)
. (13)
Для отыскания колебательных режимов системы (11), а значит, и исходной системы
(3) следует решить задачу о колебательной потере устойчивости состояний равно-
весия (ρ0, β0). Это позволяет выяснить условия возникновения циклов нормальной
формы (11) и соответственно торов системы (3). Для выхода собственных чисел
матрицы B0 на мнимую ось необходимо, чтобы выполнялись следующие соотноше-
ния:
spB0 ≡ 1− 2ρ20 − κ cos δ = 0, (14)
detB0 ≡ 1 + b20 + κ2 + ρ20(1 + b20)(3ρ20 − 4) + 2κ(−1 + 2ρ20)(cos δ − b0 sin δ) > 0. (15)
Система (11) имеет три параметра κ, δ, b0, по которым можно определить ком-
поненты состояния равновесия (ρ0, β0). Условие (14) определяет связь между эти-
ми параметрами. Будем далее считать, что параметр b0 фиксирован (для числен-
ных расчетов бралось значение b0 = 10), и построим зависимость величины κ
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от δ, вытекающую из условия (14). На рис. 2 приведены графики зависимостей
κ(δ), ρ(δ), β(δ), detA(δ) при δ ∈ (0, pi). В области δ ∈ (−pi, 0) графики аналогичны.
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Рис. 2. Графики зависимостей величин κ, ρ, β, detA от параметра δ ∈ (0, pi)
Выясним теперь характер потери устойчивости исследуемым состоянием равно-
весия. Для этого необходимо выполнить вторичную нормализацию системы (11).
Амплитуда ответвляющегося от состояния равновесия цикла определяется по фор-
муле
√
ϕ0/d0, где ϕ0 — скорость перехода корней в правую комплексную полу-
плоскость, а d0 — вещественная часть первой ляпуновской величины. Условием
бифуркации Андронова–Хопфа являются неравенства ϕ0 > 0, d0 < 0, при кото-
рых состояние равновесия порождает в результате потери устойчивости орбитально
устойчивый цикл. Используя приведенные в [11] формулы для определения коэффи-
циентов нормальной формы (вычисляются аналогично первым двум выражениям
из (6)), находим зависимости ϕ0(δ), d0(δ). На рис. 3 приведены соответствующие
графики. Вычисления, выполненные с помощью пакета символьных вычислений
Mathematica, позволили определить следующие интервалы изменения δ, в которых
выполнены указанные неравенства: δ ∈ (−1.66;−1.57), (1.54, 1.62). В свою очередь,
непосредственный численный анализ нормальной формы (9) показал, что для неко-
торых значений δ из полученных выше интервалов в системе (9) также происходит
бифуркация Андронова–Хопфа. В связи с этим возникает задача поиска значений
параметров системы, состоящих из взаимодействующих осцилляторов вида (1) или
(2), для которых реализуется полученный в работе сценарий возникновения двух-
частотных колебательных режимов.
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Рис. 3. Графики зависимостей величин ϕ0, d0 от параметра δ
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Local Dynamics of Three Coupled Oscillators with a Feedback
Loop
Tolbey A.O.
Keywords: feedback loop, normal form method, bifurcations
The dynamics of interaction of three neurons is studied. One of possible options of
the link is a feedback loop arising at modeling neuronets is considered.
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